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Àííîòàöèÿ

Â ïðåäûäóùèõ ñòàòüÿõ àâòîðà î ìàÿòíèêå ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì äàíî íàãëÿä-
íîå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿò-
íèêà [1] è óñòàíîâëåíà ãåíåòè÷åñêàÿ ñâÿçü ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçî-
íàíñîâ ñ óñëîâèÿìè äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè [2]. Â äàííîé ñòàòüå íà îñíîâå óêàçàí-
íîé ñâÿçè ïîëó÷åíû óòî÷íåííûå çíà÷åíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö äèíàìè÷åñêîé ñòà-
áèëèçàöèè, ñïðàâåäëèâûå â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè,
ïîëó÷åííûå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ñïðàâåäëèâû ïðè ñðàâíèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîòàõ
îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ìàÿòíèêà, êîãäà ìåòîä ðàçäåëåíèÿ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ äâèæåíèé
íå ðàáîòàåò, è òðàäèöèîííûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà íåïðèìå-
íèì. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîäòâåðæäàþùèå ðàñøè-
ðåííûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê, äèíàìè÷åñ-
êàÿ ñòàáèëèçàöèÿ, ñóáãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû, ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, êîìïüþòåð-
íîå ìîäåëèðîâàíèå.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ.
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ÊÐÈÒÅÐÈÉ  ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ÏÅÐÅÂÅÐÍÓÒÎÃÎ  ÌÀßÒÍÈÊÀ

Øèðîêî èçâåñòíàÿ èíòåðåñíàÿ îñîáåí-
íîñòü ïîâåäåíèÿ æåñòêîãî ìàÿòíèêà ñ îñöèë-
ëèðóþùèì ïîäâåñîì çàêëþ÷àåòñÿ â äèíàìè-
÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ïîëî-
æåíèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ïðèâåäåí-
íûé â ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå ìàÿòíèê íå
îáíàðóæèâàåò òåíäåíöèè ê îïðîêèäûâàíèþ.
Åñëè ìàÿòíèê íåìíîãî îòêëîíèòü îò âåðòè-
êàëè, îí áóäåò ñîâåðøàòü íåáîëüøèå êîëå-
áàíèÿ îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ íà
ôîíå áûñòðûõ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Ôèçè-
÷åñêîå îáúÿñíåíèå ýòîãî óäèâèòåëüíîãî ÿâ-

ëåíèÿ  äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåð-
íóòîãî ìàÿòíèêà áûëî ïðåäëîæåíî àêàäåìè-
êîì Ï.Ë. Êàïèöåé â 1951 ãîäó, âûïîëíèâøèì
òàêæå è äåòàëüíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èñ-
ñëåäîâàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ (ñì. [3, 4]). Ïî
ñëîâàì Êàïèöû, ýòî ÿâëåíèå «òàê æå ïîó÷è-
òåëüíî, êàê è äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
âîë÷êà, è åìó ñëåäóåò çàíÿòü ïî÷åòíîå ìåñ-
òî â ëåêòîðèè íà äåìîíñòðàöèÿõ ïî ìåõà-
íèêå» [4].

Ñòàáèëèçàöèþ ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà
îáû÷íî îáúÿñíÿþò ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñðåä-
íåíèÿ, îñíîâàííîãî íà ýâðèñòè÷åñêîì ïîäõî-
äå, â êîòîðîì ïðè äâèæåíèè ìàÿòíèêà ìãíî-
âåííûé óãîë îòêëîíåíèÿ ϕ (t) ïðåäñòàâëÿþò
êàê ñóïåðïîçèöèþ ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííûõ
êîëåáàíèé, îïèñûâàåìûõ ïëàâíîé ôóíêöèåé

)(tψ , è áûñòðûõ êîëåáàíèé íåáîëüøîé àìï-
ëèòóäû 1)( <<tδ : )()()( ttt δψϕ += .
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Ðèñ. 1. Ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùåé
îñüþ â èíåðöèàëüíîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìå
îòñ÷åòà (a) è â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ îñüþ (b)
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2
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ψ
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Êîãäà ïîäâåñ ïðèíóäèòåëüíî äâèæåòñÿ ñ
íåêîòîðûì óñêîðåíèåì, ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà
óäîáíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ íåèíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ïîäâåñîì.
Èç-çà óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ òàêîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà íà ìàÿòíèê, íàðÿäó ñ ñèëîé òÿæåñòè,
äåéñòâóåò åùå è ñèëà èíåðöèè, íàïðàâëåííàÿ
ïðîòèâîïîëîæíî óñêîðåíèþ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà. Åñëè êîîðäèíàòà ïîäâåñà èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ íåêî-
òîðîé ÷àñòîòîé ω è àìïëèòóäîé a, òî åñòü
z(t) = a cos ωt, òî ñèëà èíåðöèè Fin(t) çàâèñèò
îò âðåìåíè ïî òàêîìó æå çàêîíó:

)()()( 2
in tzmtzmtF ω=−= && . (1)

Ïîýòîìó íà ïðîòÿæåíèè îäíîé ïîëîâè-
íû ïåðèîäà êîëåáàíèé ïîäâåñà, ïîêà îñü
íàõîäèòñÿ íèæå ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ
(z(t) < 0), ñèëà èíåðöèè íàïðàâëåíà âíèç, è
åå äåéñòâèå ðàâíîñèëüíî íåêîòîðîìó óâåëè-
÷åíèþ ñèëû òÿæåñòè. Íà ïðîòÿæåíèè äðó-
ãîé ïîëîâèíû ïåðèîäà, êîãäà ïîäâåñ íàõî-
äèòñÿ âûøå ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ (êîãäà
z(t) > 0), ñèëà èíåðöèè íàïðàâëåíà ââåðõ, ÷òî
ðàâíîñèëüíî óìåíüøåíèþ ñèëû òÿæåñòè.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ óãëà
îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà ϕ (t) ñ îñöèëëèðóþ-
ùèì ïîäâåñîì èìååò âèä:

0sin)cos(2 2 =−++ ϕωωϕγϕ t
l

a

l

g
&&& . (2)

Âòîðîé ÷ëåí ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ìîìåí-
òà ñèëû òðåíèÿ, êîòîðûé â ïðèíÿòîé ìîäåëè
ïðîïîðöèîíàëåí óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ& . Ïî-
ñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ γ  îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíà äîáðîòíîñòè Q, êîòîðóþ îáû÷íî èñ-
ïîëüçóþò äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çàòóõàíèÿ ìà-
ëûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì

âÿçêîãî òðåíèÿ: γω 20=Q , ãäå lg=0ω  �
÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðåäåëüíî
ìàëîé àìïëèòóäû â îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà.

Äëÿ ôèçè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ ýôôåêòà
äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî
ìàÿòíèêà ïðè áûñòðûõ îñöèëëÿöèÿõ ïîäâå-
ñà íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå äåéñòâèå íà
ìàÿòíèê ñèëû èíåðöèè, óñðåäíåííîå ïî ïå-
ðèîäó ýòèõ áûñòðûõ îñöèëëÿöèé. Ñîãëàñíî
ôîðìóëå (1) ñèëà èíåðöèè èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó, å¸
ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Â

ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñüþ, ãðóç ìà-
ÿòíèêà ñìåùàåòñÿ ââåðõ-âíèç âäîëü ïî äóãå
îêðóæíîñòè (ðèñ.1 b) è îêàçûâàåòñÿ â ïîëî-
æåíèÿõ 1 è 2 â òå ìîìåíòû, êîãäà îñöèëëè-
ðóþùèé ïîäâåñ äîñòèãàåò ñîîòâåòñòâóþùèõ
êðàéíèõ òî÷åê 1 è 2 íà ðèñ. 1 a. Â ýòè ìî-
ìåíòû ñèëà èíåðöèè èìååò îäèíàêîâóþ âå-
ëè÷èíó (F1 =  F2), íî â ïîëîæåíèè 1 ïëå÷î
ñèëû F1 áîëüøå, ÷åì ïëå÷î ñèëû F2 â ïîëî-
æåíèè 2. Ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîìåí-
òà ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ìà-
ÿòíèêà îòëè÷íî îò íóëÿ. Ýòî íàãëÿäíî âèäíî
èç ðèñ. 1. Èìåííî ñðåäíèé ìîìåíò ñèëû èíåð-
öèè îòâå÷àåò çà íåîáû÷íîå, ïðîòèâîðå÷àùåå
íàøåé èíòóèöèè ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà.

Ïðèâåäåííîå çäåñü êà÷åñòâåííîå îáúÿñ-
íåíèå äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåð-
íóòîãî ìàÿòíèêà ëåãêî ïîäêðåïëÿåòñÿ ïðè-
áëèæåííûìè êîëè÷åñòâåííûìè ñîîáðàæåíè-
ÿìè. Êîãäà ìàÿòíèê îòêëîíåí îò âåðòèêàëè
â ñðåäíåì íà óãîë ψ  (ðèñ. 1), à îñöèëëèðó-
þùàÿ îñü ñìåùåíà èç ñâîåãî ñðåäíåãî ïîëî-
æåíèÿ íà z(t) = a cos ωt, ìãíîâåííàÿ îðèåí-
òàöèÿ ñòåðæíÿ ìàÿòíèêà )()( tt δψϕ +=  ïðè-
áëèçèòåëüíî ðàâíà

tlaltz ωψψψψ coscos)(cos)( −=− .

Ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ìîìåíòà ñèëû èíåð-
öèè Fin(t) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ýòîé ñèëû (1)
íà åå ïëå÷î l sin ϕ (t). Â ýòîì ïðèáëèæåíèè
ïåðâûé ÷ëåí ñðåäíåãî ìîìåíòà ñèëû èíåð-
öèè ψsin)(in ltF îáðàùàåòñÿ â íóëü, èç-çà
òîãî ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèëû èíåðöèè
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)(in tF  ðàâíî íóëþ, íî âòîðîé ÷ëåí îòëè-
÷åí îò íóëÿ:

=)(cos)(in tltF ψδ

=−= tma ωψψω 222 coscossin

ψψω cossin
2

1 22ma−= . (3)

Ïðè 2πψ >  ýòîò ñðåäíèé ìîìåíò ñèëû
èíåðöèè ñòðåìèòñÿ ïðèâåñòè ìàÿòíèê â ïå-
ðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå. Âåëè÷èíà ñðåäíåãî
ìîìåíòà ñèëû èíåðöèè ìîæåò ïðåâûñèòü
ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè ψsinmgl−  (êîòîðûé
ñòðåìèòñÿ îïðîêèíóòü ìàÿòíèê) ïðè âûïîë-
íåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

gla 222 >ω , èëè 2
0

>⋅
ω
ω

l

a
,

èëè k
l

a
2−> . (4)

Çäåñü lg=0ω  � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ
ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Ôîðìóëà (4)
âûðàæàåò èçâåñòíûé (ïðèáëèæåííûé) êðè-
òåðèé óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíè-
êà. Èìåÿ â âèäó äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå è
îáîáùåíèå, ìû âûðàçèëè â (4) ýòîò êðèòå-
ðèé ÷åðåç ïàðàìåòð k, êîòîðûé îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

22

2
0

ωω
ω

l

g
k == . (5)

Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð k (êâàäðàò îáðàò-
íîé íîðìèðîâàííîé ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ),
áóäó÷è ôèçè÷åñêè ìåíåå ïðîçðà÷íûì ïî
ñðàâíåíèþ ñ 0ωω , òåì íå ìåíåå îêàçûâà-
åòñÿ â äàëüíåéøåì áîëåå óäîáíûì, ïîòîìó
÷òî óòî÷íåííûé êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè â
òåðìèíàõ ïàðàìåòðà k èìååò áîëåå ïðîñòóþ
ôîðìó. Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ k ñîîòâåò-
ñòâóþò ïåðåâåðíóòîìó ìàÿòíèêó, èáî èçìå-
íåíèå çíàêà g ôîðìàëüíî ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïåðåõîä ê «ñèëå òÿæåñòè», íàïðàâ-
ëåííîé ââåðõ.

2. ÑÓÁÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ  ÐÅÇÎÍÀÍÑÛ
ÂÛÑÎÊÈÕ  ÏÎÐßÄÊÎÂ

Àëüòåðíàòèâíûé âûâîä êðèòåðèÿ óñòîé-
÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà áûë ïðåä-

ëîæåí â ñòàòüå [2], ïîñâÿùåííîé ñóáãàðìî-
íè÷åñêèì ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñàì. Â
óñëîâèÿõ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïî-
ðÿäêà n ìàÿòíèê ñîâåðøàåò ðîâíî îäèí ïîë-
íûé öèêë êîëåáàíèÿ íà ïðîòÿæåíèè öåëîãî
÷èñëà n ïåðèîäîâ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Ñèí-
õðîíèçàöèÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ êîëåáàíè-
ÿìè ïîäâåñà («ôàçîâûé çàõâàò») îáåñïå÷è-
âàåò «ïîäïèòêó» ìàÿòíèêà ýíåðãèåé, íåîá-
õîäèìîé äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ çàòóõàíèÿ èç-
çà òðåíèÿ. Ñóáãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû âîç-
ìîæíû è äëÿ ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Ëåã-
êî ïîíÿòü, ÷òî íèæíåé ãðàíèöå óñòîé÷èâîñ-
òè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâóåò
ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ áåñêîíå÷íî âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà n. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ
êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ðàññ÷èòàòü
óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñà  n-ãî ïî-
ðÿäêà è ïåðåéòè â íèõ ê ïðåäåëó ∞→n .

Ïðèìåð ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
ïîðÿäêà n = 8 ïîêàçàí íà ðèñ. 2, â âåðõíåé
÷àñòè êîòîðîãî ïðèâåäåí ãðàôèê âðåìåííóé
çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  âìåñòå
ñ ãðàôèêàìè ãàðìîíèê óãëîâîé ñêîðîñòè. Ãðà-
ôèêè ïîëó÷åíû ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëè-
ðîâàíèè äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàììû, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè íà ïðèëàãàå-
ìîì ê æóðíàëó äèñêå. Ìîäåëèðîâàíèå âûïîë-
íÿåòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìàÿòíèêà (2).

Â íèæíåé ÷àñòè ðèñ. 2 ïðèâåäåí ñïåêòð
ýòîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì 8T.
Â ñïåêòðå äîìèíèðóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãàð-
ìîíèêà, ïåðèîä êîòîðîé ðàâåí âîñüìè ïåðè-
îäàì îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Å¸ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ñóáãàðìîíèêó îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà. Ýòà îñíîâíàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé

nω  îïèñûâàåò ïëàâíóþ êîìïîíåíòó ψ (t)
ñëîæíîãî êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ñ ïåðèîäîì
8T: )sin()( 1 ntAt ωψ = . Çíà÷èòåëüíûé âêëàä
â ýòî ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå äàþò òàêæå
äâå âûñøèå ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè
(1 � n1 )ω  è (1 + n1 )ω . Èç ðèñ. 2 âèäíî,
÷òî â ñïåêòðå ïðèñóòñòâóþò åùå äâå ãàðìî-
íèêè ñ ÷àñòîòàìè (2 � n1 )ω  è (2 + n1 )ω .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
ïîðîãà ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà n-ãî
ïîðÿäêà ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå )(tϕ  óðàâ-
íåíèÿ (2), â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 2, â âèäå ñó-
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ïåðïîçèöèè îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé
nω  è íåêîòîðîé àìïëèòóäîé A1, äâóõ âûñ-

øèõ ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè (1 � n1 )ω  è
(1 + n1 )ω  (îáîçíà÷èì èõ àìïëèòóäû ÷åðåç
An�1 è An+1 ñîîòâåòñòâåííî) è åùå íåáîëü-
øîé ïðèìåñè ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè
(2 � n1 )ω  è (2 + n1 )ω  (àìïëèòóäû A2n�1
è A2n+1 ñîîòâåòñòâåííî):

+= )sin()( 1 ntAt ωϕ
+−+ − ])1sin[(1 ntnAn ω
+++ + ])1sin[(1 ntnAn ω

+−+ − ])12sin[(12 ntnA n ω

])12sin[(12 ntnA n ω++ + . (6)

Â óñëîâèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ àìïëèòóäó êîëåáà-
íèé ìàÿòíèêà ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî
ìàëîé, ÷òî ïîçâîëÿåò â òî÷íîì óðàâíåíèè (2)
ïîëîæèòü ϕϕ ≈sin . Â ðåçóëüòàòå (2) ñâîäèò-
ñÿ ê óðàâíåíèþ Ìàòüå:

0)cos(2 2 =−++ ϕωωϕγϕ tmk&&& ,

( lam = ). (7)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïàðàìåòð
)( 2ωlgk = , ââåäåííûé óðàâíåíèåì (5).

Ïîäñòàâëÿÿ )(tϕ  èç (6) â óðàâíåíèå (7) ñ
γ  = 0 è âûïîëíÿÿ ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäå-
íèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷à-
åì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ïðèáëèæåííûõ
óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä A1, An�1, An+1 è

A2n�1, A2n+1 ãàðìîíèê ïðîáíîé ôóíêöèè )(tϕ :

                0)1(2 1
2

1
2

1
2 =−+− +− nn AmnAmnAkn ,

0]12)1([2 12
2

1
2

1
2 =−−+−+ −− nn AmnAnknAmn ,

0]12)1([2 12
2

1
2

1
2 =+−−−+− ++ nn AmnAnknAmn ,

              0]14)4([2 12
2

1
2 =−+−+ −− nn AnknAmn ,

              0]14)4([2 12
2

1
2 =−−−+ ++ nn AnknAmn .

 (8)

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (8) èìå-
åò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè å¸ îïðåäå-
ëèòåëü ðàâåí íóëþ. Ýòî óñëîâèå äàåò óðàâ-
íåíèå äëÿ ìèíèìàëüíîãî (ïîðîãîâîãî) çíà-
÷åíèÿ àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà mmin,
ïðè êîòîðîé ìîæåò ñóùåñòâîâàòü n-ïåðèî-
äè÷åñêîå äâèæåíèå, îïèñûâàåìîå ôóíêöè-
åé )(tϕ  èç (6).

Åñëè ïðåíåáðå÷ü ìàëûì âêëàäîì ãàðìî-
íèê ñ ÷àñòîòàìè ω)12( n−  è ω)12( n+  (ñì.
ñïåêòð íà ðèñ. 2), òî åñòü ïîëîæèòü àìïëèòó-
äû A2n�1 è A2n+1 ðàâíûìè íóëþ, ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé (8) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Ðåøåíèå
òàêîé óïðîùåííîé ñèñòåìû áûëî ïðèâåäåíî
â [2]. Ïîëíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (8) ìîæíî
íàéòè ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî ïàêåòà, íàïðèìåð Mathematica (Wolfram
Research, Inc.). Èç òðåáîâàíèÿ îáðàùåíèÿ â
íóëü îïðåäåëèòåëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé (8) íàõîäèì êðèòè÷åñêóþ (ïîðî-
ãîâóþ) àìïëèòóäó âîçáóæäåíèÿ mmin ñóáãàð-

ìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà n. Çàòåì,
ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (8) íàéäåííîé òàêèì îá-

Ðèñ. 2. Ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  âìåñòå ñ ãðàôèêàìè åå ãàðìîíèê
è ñïåêòð óãëîâîé ñêîðîñòè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè ðåçîíàíñå 8-ãî ïîðÿäêà
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ðàçîì âåëè÷èíû mmin, ìîæíî íàéòè îòíî-
ñèòåëüíûå àìïëèòóäû âûñøèõ ãàðìîíèê

11 AAn− , 11 AAn+ , 112 AA n−  è 112 AA n+ .
Îêîí÷àòåëüíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
äëÿ mmin è äëÿ àìïëèòóä ãàðìîíèê ïîëó÷à-
þòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèìè è ïîòîìó çäåñü
íå ïðèâîäÿòñÿ. Ýòè âûðàæåíèÿ áûëè èñïîëü-
çîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà ðèñ. 3 êðèâûõ çà-
âèñèìîñòè mmin îò ïàðàìåòðà 2

0 )( ωω=k ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóáãàðìîíè÷åñêèì ðåçî-
íàíñàì íåñêîëüêèõ ïîðÿäêîâ n.

×òîáû ïðîâåðèòü â êîìïüþòåðíîì ìî-
äåëèðîâàíèè ïîëó÷åííûå âûøå òåîðåòè÷åñ-
êèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ïåðåâåðíóòîãî ìà-
ÿòíèêà, âûáåðåì äëÿ ïàðàìåòðà k çíà÷åíèå
�0.3, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòîòå âîçáóæäå-
íèÿ ω  = 1.826 0ω , ïðè êîòîðîé ðàçäåëåíèå
äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà íà áûñòðóþ è ìåäëåí-
íóþ êîìïîíåíòó ñî âñåé î÷åâèäíîñòüþ íå-
ïðèìåíèìî. Äëÿ âîçáóæäåíèÿ ñóáãàðìîíè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà n = 8 îïèñàííûé
âûøå ðàñ÷åò ïðåäñêàçûâàåò ïîðîãîâóþ àì-
ïëèòóäó îñöèëëÿöèé ïîäâåñà lam minmin = ,
ñîñòàâëÿþùóþ 87.73 % äëèíû ìàÿòíèêà.
Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå
íà ðèñ. 4, ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîäòâåðæ-
äàþò ýòî òåîðåòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå.
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Ðèñ. 3. Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ïîäâåñà
lam=  êàê ôóíêöèÿ )( 2ωlgk =

(êâàäðàòà îáðàòíîé îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû
ïîäâåñà) â óñëîâèÿõ ïîðîãà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ

ðåçîíàíñîâ íåñêîëüêèõ ïîðÿäêîâ n.
Ãðàíèöå îáëàñòè äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè

ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâóåò
ëåâàÿ êðèâàÿ, îáîçíà÷åííàÿ êàê n → ∞

(ñì. ïîäðîáíîñòè â òåêñòå)

Ðèñ. 4. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñ ñå÷åíèÿìè Ïóàíêàðå,
ãðàôèêè âðåìåííîé çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  è óãëà îòêëîíåíèÿ )(tϕ

(âìåñòå ñ ãðàôèêàìè èõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ)
äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 8-ãî ïîðÿäêà
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3. ÓÒÎ×ÍÅÍÍÛÉ  ÊÐÈÒÅÐÈÉ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ  ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ ÏÅÐÅ-

ÂÅÐÍÓÒÎÃÎ  ÌÀßÒÍÈÊÀ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êðèòåðèé óñ-
òîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ìîæíî
ñâÿçàòü ñ óñëîâèåì âîçáóæäåíèÿ ñóáãàðìî-
íè÷åñêèõ êîëåáàíèé áåñêîíå÷íî áîëüøîãî
ïîðÿäêà n â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ πϕ ±= .
Ïîýòîìó ïðåäåë mmin ïðè ∞→n  äàåò óëó÷-
øåííóþ ôîðìóëó äëÿ íèæíåé ãðàíèöû äè-
íàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî
ìàÿòíèêà:

83

)4)(1(
2min −

−−=
k

kkk
m . (9)

Ýòî âûðàæåíèå äîëæíî çàìåíèòü ñîáîé
øèðîêî èçâåñòíûé ïðèáëèæåííûé êðèòå-
ðèé km 2min −=  (4), ñïðàâåäëèâûé ïðè

ωω <<0 , êîãäà îïðàâäàíî ðàçäåëåíèå äâè-
æåíèÿ ìàÿòíèêà íà ìåäëåííóþ è áûñòðóþ
êîìïîíåíòû. Ìèíèìàëüíàÿ àìïëèòóäà

lam minmin = , ñîîòâåòñòâóþùàÿ óòî÷íåííî-
ìó êðèòåðèþ (9) äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçà-
öèè, ïîêàçàíà êàê ôóíêöèÿ )( 2ωlgk =  æèð-
íîé ëåâîé êðèâîé, ïîìå÷åííîé êàê ∞→n  íà
ðèñ. 3. Ýòà êðèâàÿ öåëèêîì ëåæèò â îáëàñòè

îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé k. Äëÿ ñðàâíåíèÿ
óòî÷íåííîãî êðèòåðèÿ (9) ñ îáùåïðèíÿòûì
ïðèáëèæåííûì êðèòåðèåì (4) óñòîé÷èâîñòè
ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ïîñëåäíèé òàêæå
ïîêàçàí íà ðèñ. 3 òîíêîé êðèâîé (êðàñíîé â
ýëåêòðîííîé âåðñèè ñòàòüè). Îòìåòèì, ÷òî
ýòè êðèâûå ïî÷òè òî÷íî ñîâïàäàþò ïðè ìà-
ëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ k (òî åñòü ïðè
âûñîêèõ ÷àñòîòàõ âîçáóæäåíèÿ), è ñèëüíî
ðàñõîäÿòñÿ ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ è áîëüøèõ
àìïëèòóäàõ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, ãäå ìåòîä
ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé íåïðèìåíèì.

Ïðè ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ ω  = 1.826 0ω
(k = �0.3) óòî÷íåííûé êðèòåðèé (9) äàåò äëÿ
íèæíåé ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè àìïëèòó-
äó âîçáóæäåíèÿ mina  = 0.868 l. Âåðõíÿÿ
ãðàíèöà (ñì. íèæå) ïðè k = �0.3 ðàâíà

maxa  = 0.929l. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå
(ñì. ðèñ. 5) íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ òî÷íîãî óðàâíåíèÿ (2) ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè a = 0.875 l (òî åñòü íåìíîãî âûøå
íèæíåé ãðàíèöû) è ïðè a = 0.925 l (íåìíîãî
íèæå âåðõíåé ãðàíèöû) ìàÿòíèê, ïåðâîíà-
÷àëüíî îòêëîíåííûé íà 10° è îòïóùåííûé áåç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ïîñòåïåííî âîçâðàùà-
åòñÿ â ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå.

Åñëè àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ïðè
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Ðèñ. 5. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè è ãðàôèêè ïîñòåïåííî çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé
îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ íàä íèæíåé è ïîä âåðõíåé ãðàíèöàìè äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè
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k = �0.3 ìåíüøå 0.868 l, ïåðåâåðíóòûé ìà-
ÿòíèê íåóñòîé÷èâ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 6, ïðè
k = �0.3 è a = 0.80 l ìàÿòíèê, îòïóùåííûé
ïðè îòêëîíåíèè âñåãî ëèøü íà 1° îò ïåðå-
âåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, â êîíöå êîíöîâ ïîïà-
äàåò â õàîòè÷åñêèé ðåæèì � êîëåáàíèÿ ñî
ñëó÷àéíî èçìåíÿþùèìñÿ ðàçìàõîì è áåñïî-
ðÿäî÷íûå ïåðåâîðîòû â îäíó è äðóãóþ ñòî-
ðîíû. Òàêîé ðåæèì «êóâûðêàíèé» â àíãëî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îáû÷íî íàçûâàþò
«tumbling chaos». Ãðàôèêè âðåìåííóé çàâè-
ñèìîñòè )(tϕ&  è )(tϕ  íà ðèñ. 6 ïîêàçûâàþò
íà÷àëüíóþ ñòàäèþ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ê
äèíàìè÷åñêîìó õàîñó. Ìíîæåñòâî ñå÷åíèé
Ïóàíêàðå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè äàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå î ïîñëåäóþùåì õàîòè÷åñêîì ïî-
âåäåíèè ìàÿòíèêà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêèõ
ïàðàìåòðàõ âîçáóæäåíèÿ (k = �0.3 è a = 0.80l)
ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê, ñîãëàñíî ïðèáëè-
æåííîìó êðèòåðèþ (4), äîëæåí áûòü óñòîé-
÷èâûì (ïðè k = �0.3 âûðàæåíèå (4) äàåò

mina  = 0.775 l).

4. ÂÅÐÕÍßß  ÃÐÀÍÈÖÀ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ  ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ

ÏÅÐÅÂÅÐÍÓÒÎÃÎ  ÌÀßÒÍÈÊÀ

Êðèâûå íà ðèñ. 3, ðàñïîëîæåííûå ñïðà-
âà îò ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî
ìàÿòíèêà (îò êðèâîé ∞→n ), ïîêàçûâàþò
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû âîçáóæ-

äåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîãóò âîçíèêàòü ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû ðàçíûõ ïîðÿäêîâ
(ïåðâàÿ ïîñëå  ∞→n  êðèâàÿ � äëÿ n = 6,
îñòàëüíûå � äëÿ çíà÷åíèé n, óìåíüøàþùèõ-
ñÿ äî n = 2 ñëåâà íàïðàâî). Â îáëàñòè îòðè-
öàòåëüíûõ çíà÷åíèé k ýòè êðèâûå ñîîòâåò-
ñòâóþò ñóáãàðìîíè÷åñêèì ðåçîíàíñàì ïå-
ðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Ñëó÷àé k = 0 ñîîò-
âåòñòâóåò ìàÿòíèêó â íåâåñîìîñòè (g = 0),
èëè, ÷òî ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî, ïðåäåëü-
íî âûñîêîé ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ. Òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ñ îñüþ îðäèíàò íà äèàã-
ðàììå ðèñ. 3 äàþò ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîãóò
âîçíèêàòü ñóáãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû îï-
ðåäåëåííûõ ïîðÿäêîâ n îêîëî ëþáîãî èç äâóõ
äèíàìè÷åñêè ñòàáèëèçèðîâàííûõ ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ, ðàñïîëîæåííûõ â îòñóòñòâèå
ñèëû òÿæåñòè â íàïðàâëåíèÿõ îñöèëëÿöèé
îñè ìàÿòíèêà.

Ïðîäîëæåíèÿ êðèâûõ â îáëàñòü ïîëîæè-
òåëüíûõ çíà÷åíèé k ñîîòâåòñòâóþò ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèì ðåçîíàíñàì ìàÿòíèêà îêîëî
íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Êðèâàÿ
n = 2 ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ïàðàìåòðè÷åñ-
êîìó ðåçîíàíñó, â êîòîðîì äâà öèêëà âîçáóæ-
äåíèÿ óêëàäûâàþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî
ïîëíîãî öèêëà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Â îòñóò-
ñòâèå òðåíèÿ ïîðîãîâàÿ àìïëèòóäà âîçáóæ-
äåíèÿ ýòîãî ðåçîíàíñà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

20ωω → , òî åñòü ïðè 41→k . Â îáëàñòè

Ðèñ. 6. Õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà («tumbling chaos»)
íèæå ãðàíèöû äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè
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îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé k, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïåðåâåðíóòîìó ìàÿòíèêó, êðèâàÿ n = 2
îïèñûâàåò äåñòàáèëèçàöèþ âåðõíåãî (äèíà-
ìè÷åñêè ñòàáèëèçèðîâàííîãî) ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïóòåì âîçáóæäåíèÿ «ôëàòòåð»-
ìîäû êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì 2T. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ýòà êðèâàÿ äàåò âåðõíþþ ãðàíèöó
äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî
ìàÿòíèêà. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå «ôëàò-
òåð»-ìîäû êîëåáàíèé è åå ñâÿçè ñ îáû÷íûì
ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì íåïåðåâåðíó-
òîãî ìàÿòíèêà ïðèâåäåíî â [2].

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå (ðèñ. 7)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåêòð «ôëàòòåð»-ìîäû êî-
ëåáàíèé ñ ïåðèîäîì 2T, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè
ïðåâûøåíèè âåðõíåé ãðàíèöû äèíàìè÷åñ-
êîé óñòîé÷èâîñòè, ñîñòîèò èç îñíîâíîé ãàð-
ìîíèêè ñ ÷àñòîòîé 2ω , íåáîëüøîé ïðèìå-
ñè òðåòüåé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé 23ω  è ñî-
âñåì êðîøå÷íîé äîáàâêè â âèäå ïÿòîé ãàð-
ìîíèêè ñ ÷àñòîòîé 25ω :

++= )23cos()2cos()( 31 tAtAt ωωϕ
)25cos(5 tA ω+ . (10)

Ïîäñòàâëÿÿ )(tϕ  â ëèíåàðèçîâàííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7) ñ 0=γ  è
ðàçëàãàÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå, â êîòîðîì
íóæíî ïðèðàâíÿòü íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè

)2cos( tω , )23cos( tω  è )25cos( tω . Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
A1, A3 è A5:

             02)124( 31 =−−− mAAmk ,

         02)94(2 531 =−−+− mAAkA ,

                0)254(2 53 =−+− AkmA , (11)

êîòîðàÿ èìååò íåòðèâèàëüíîå (íåíóëåâîå)
ðåøåíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî åå îïðåäåëèòåëü
ðàâåí íóëþ. Åñëè ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì ïÿ-

òîé ãàðìîíèêè â )(tϕ (10), òî åñòü åñëè ïî-

ëîæèòü A5 = 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëè-
æåííîå âûðàæåíèå äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû äè-
íàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè:

 [ ]94)1320)(94(
4

1
max −+−−= kkkm . (12)

Åñëè æå ó÷èòûâàòü 5-þ ãàðìîíèêó â ôóí-

êöèè )(tϕ  (10), òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ
íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèþ òðåòüåé ñòåïåíè äëÿ èñêîìîé
àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ maxmax mla = . Ñî-
îòâåòñòâóþùèé âåðõíåé ãðàíèöå ñòàáèëèçà-
öèè êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ (ñëèøêîì ãðî-

Ðèñ. 7. «Ôëàòòåð»-ìîäà êîëåáàíèé ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà
íåïîñðåäñòâåííî íàä âåðõíåé ãðàíèöåé äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè
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ìîçäêèé, ÷òîáû ïðèâîäèòü åãî çäåñü) èñïîëü-
çîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâîé n = 2 íà ðèñ. 3.
Âïðî÷åì, â ïðåäåëàõ ðàññìàòðèâàåìîãî èí-
òåðâàëà ÷àñòîò âîçáóæäåíèÿ (çíà÷åíèé k â
èíòåðâàëå �0.8�0.6) ïðèáëèæåííîå âûðàæå-
íèå (12) äàåò êðèâóþ, ïðàêòè÷åñêè íåîòëè-
÷èìóþ îò êðèâîé n = 2 íà ðèñ. 3.

Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äèíàìè÷åñ-
êîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà
ïîñòåïåííî ñáëèæàþòñÿ ïî ìåðå óìåíüøå-
íèÿ ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà: äèàãðàì-
ìà íà ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðâàë ìåæ-
äó minm  è maxm  ñóæàåòñÿ ïðè ñìåùåíèè âëå-
âî, òî åñòü êîãäà | k | âîçðàñòàåò. Îáå ãðàíè-
öû ñëèâàþòñÿ ïðè k ≈  �1.41 ( ≈ω  0.8423 0ω )
è ≈m 2.451. Óìåíüøàþùèéñÿ «îñòðîâîê»
óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ïî-
ãðóæàåòñÿ â îêðóæàþùåå «ìîðå» õàîòè÷åñ-
êèõ ðåæèìîâ.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè óëó÷-
øåííîãî êðèòåðèÿ (9) è åãî ñðàâíåíèÿ ñ îá-
ùåèçâåñòíûì êðèòåðèåì (4) ðàçóìíî âûá-
ðàòü çíà÷åíèå k = �0.5 (÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ
ω  = 1.4142 0ω ). Ïðè òàêîì k êðèòåðèé (9)
äàåò äëÿ îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû âîçáóæ-
äåíèÿ minm  = 1.1920 (119.20 % äëèíû ìàÿò-
íèêà), â òî âðåìÿ êàê ïðèáëèæåííûé êðèòå-
ðèé (4) äàåò minm  = 1.00 ( la =min ) � ëèøü
100 % äëèíû ìàÿòíèêà. Òåîðåòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû ñòàáèëèçàöèè ïðè
k = �0.5 ðàâíî maxm  = 1.2226  (122.26 %), à â
ñîîòâåòñòâèè ñ (12) maxm  = 1.2265 (122.65 %).

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íèæå
m = 115.68 % ìàÿòíèê ñîâåðøàåò õàîòè÷åñ-
êîå äâèæåíèå («tumbling chaos»), ïðè
m = 115.69 % � 119.19 % ïîñëå ïðîäîëæè-

òåëüíîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ìàÿòíèê îêà-
çûâàåòñÿ çàõâà÷åííûì â íåðàâíîìåðíîå âðà-
ùåíèå â îäíîì íàïðàâëåíèè (ïî ÷àñîâîé ëèáî
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, â çàâèñèìîñòè îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé) ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïå-
ðèîäó âîçáóæäåíèÿ (â ïðîòèâîðå÷èè ñ îáùå-
èçâåñòíûì ïðèáëèæåííûì êðèòåðèåì (4),
ñîãëàñíî êîòîðîìó ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê
äîëæåí áûòü óñòîé÷èâûì), è ëèøü â èíòåð-
âàëå m =  119.20 % � 122.27 % ìàÿòíèê, îò-
ïóùåííûé ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè îò ïåðå-
âåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, â êîíöå êîíöîâ ïðè-
õîäèò â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, â ïîëíîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ óòî÷íåííûì êðèòåðèåì (9). Çàòåì,
ïðè ïðåâûøåíèè âåðõíåé ãðàíèöû ñòàáèëè-
çàöèè (ïðè m = 122.28 % � 123.02 %) ìàÿò-
íèê îêàçûâàåòñÿ â «ôëàòòåð»-ìîäå; ïðè
m = 123.03 % � 147.01 % ñîâåðøàåò îäíîíàï-
ðàâëåííîå âðàùåíèå; ïðè m = 147.02 % �
150.6 % ìàÿòíèê, ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíîãî
õàîòè÷åñêîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, ïðèõî-
äèò â ðåæèì áîëüøèõ êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì
2T îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ c àìï-
ëèòóäîé îêîëî 260° (ïîäîáíûõ êîëåáàíèÿì,
ïîêàçàííûì íà ðèñ. 9); ïðè ≥m  150.7 %
ìàÿòíèê îïÿòü ñîâåðøàåò îäíîíàïðàâëåííîå
âðàùåíèå.

Äàëüíåéøèå ïðèìåðû ìîäåëèðîâàíèÿ
îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ k = �1 ( 0ωω = ). Òåîðå-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðà-
íèö äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ðàâíû

minm  = 1.9069 (190.69 % äëèíû ìàÿòíèêà) è

maxm  = 1.9138 (191.38 %) ñîîòâåòñòâåííî.
Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê íà ðèñ. 8 ïî-
êàçûâàþò, êàê â ýòîì óçêîì èíòåðâàëå àìï-
ëèòóä âîçáóæäåíèÿ ìàÿòíèê, áóäó÷è îòïó-

Ðèñ. 8. Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ìàÿòíèêà ïðè íèçêîé ÷àñòîòå
è áîëüøîé àìïëèòóäå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà
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ùåííûì ïðè îòêëîíåíèè 178°, ïîñòåïåííî
ïðèáëèæàåòñÿ ê ïåðåâåðíóòîìó ïîëîæåíèþ,
ñîâåðøàÿ íåðåãóëÿðíûå çàòóõàþùèå êîëåáà-
íèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì îòêëîíåíèåì îêîëî 6°.
Áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïîêîþ â ïåðåâåðíóòîì ïîëîæå-
íèè, âåñüìà ìàë: ïðè íåìíîãî èçìåíåííûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìàÿòíèê, ïîñëå ïðîäîë-
æèòåëüíîãî õàîòè÷åñêîãî ïåðåõîäíîãî ïðî-
öåññà, îêàçûâàåòñÿ çàõâà÷åííûì â ñòàöèî-
íàðíîå êîëåáàíèå áîëüøîãî ðàçìàõà (ñ àìï-
ëèòóäîé îêîëî 255°, ïåðèîä êîòîðîãî ðàâåí
äâóì öèêëàì âîçáóæäåíèÿ. Ðèñ. 9 äàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå î òàêîì íåîáû÷íîì ðåæèìå êîëå-
áàíèé. Ïîñêîëüêó çà îäèí öèêë êîëåáàíèé
ïîäâåñà ìàÿòíèê íà ïóòè îò ñðåäíåãî (ïåðå-
âåðíóòîãî) ïîëîæåíèÿ äî ìàêñèìàëüíîãî îò-
êëîíåíèÿ ïðîõîäèò áîëåå ïîëîâèíû îáîðî-
òà, ýòîò ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü è êàê ÷åðåäóþùèåñÿ ïåðåâîðî-
òû ïî è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

5. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ  ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Õîðîøî èçâåñòíûé êðèòåðèé äèíàìè÷åñ-
êîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà
âûâîäèòñÿ îáû÷íî ïóòåì ðàçäåëåíèÿ áûñò-
ðîãî è ìåäëåííîãî äâèæåíèé ìàÿòíèêà. Òà-
êîé ïîäõîä è ñâÿçàííàÿ ñ íèì êîíöåïöèÿ

ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ìåäëåííîãî
äâèæåíèÿ î÷åíü ïîëåçíû äëÿ ôèçè÷åñêîãî
îáúÿñíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè è
äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ ñóáãàðìîíè-
÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Îäíà-
êî ðàçäåëåíèå áûñòðûõ è ìåäëåííûõ äâèæå-
íèé âîçìîæíî ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî âûñî-
êîé ÷àñòîòå è ìàëîé àìïëèòóäå îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà.

Óëó÷øåííûé êðèòåðèé äëÿ íèæíåé ãðà-
íèöû äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè, ñïðàâåä-
ëèâûé â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé
÷àñòîòû è àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ, âêëþ÷àÿ
òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ
áûñòðûõ è ìåäëåííûõ äâèæåíèé íåïðèìå-
íèì, ïîëó÷åí ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ áëèçêîãî
ðîäñòâà ÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçà-
öèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà è ñóáãàðìîíè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ.

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñòàáèëèçàöèè ñâÿçàíà
ñ óñëîâèÿìè âîçáóæäåíèÿ «ôëàòòåð»-ìîäû
êîëåáàíèé ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà, êîòîðóþ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëíûé àíàëîã ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íåïåðåâåðíóòîãî
ìàÿòíèêà. Îáà ÿâëåíèÿ ïðèíàäëåæàò îäíîé
è òîé æå âåòâè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ñ
ïåðèîäîì 2T. Ïîýòîìó êðèòåðèé äåñòàáèëè-
çàöèè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ìîæåò áûòü íàéäåí òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è

Ðèñ. 9. Êîëåáàíèÿ áîëüøîé àìïëèòóäû ñ ïåðèîäîì 2T îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ:
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ (ââåðõó ñëåâà), òðàåêòîðèÿ ãðóçà ìàÿòíèêà â ïðîñòðàíñòâå (âíèçó ñëåâà),

ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  (ââåðõó ñïðàâà) è óãëà îòêëîíåíèÿ )(tϕ  (âíèçó ñïðàâà)
âìåñòå ñ ãðàôèêàìè ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ
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Abstract

In preceding papers of the author about the pendulum with an oscillating pivot a clear
physical explanation of the dynamic stabilization of an inverted pendulum was presented [1],
and a close relationship between subharmonic parametric resonances and conditions of dynamic
stabilization was established [2]. In the present paper, on the basis of this relationship, more
exact values of the lower and upper boundaries of dynamic stabilization are obtained. These
values are valid in a wider region of the system parameters than previous results. In particular,
the established boundaries are applicable for relatively low frequencies, for which separation
of rapid and slow motions is inadmissible, and the commonly known criterion of the inverted
pendulum stability does not work. Computer simulation of the physical system aids the analytical
investigation and proves the enhanced criterion of dynamic stability.

Keywords: parametric resonance, inverted pendulum, dynamic stabilization, subharmonic
resonances, phase locking, computer simulation.
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óñëîâèÿ âîçáóæäåíèÿ îáû÷íîãî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñ-
êèõ ðàñ÷åòîâ ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþòñÿ
êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì, âûïîëíÿ-

åìûì íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
òî÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìà-
ÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì.


